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1 Diskrete und stetige Zufallsvariablen

Eine Zufallsvariable X! heif3t diskret, wenn sie nur endlich viele oder abzéhlbar unendlich viele Werte
annimmt. ,Abzahlbar unendlich® heif3t, dass die Werte mit den nattrlichen Zahlen durchnummeriert wer-
den kdnnen. In ihrer symbolischen Schreibweise werden solche Werte daher ublicherweise mit einem
Index versehen und beispielsweise als x« oder xi bezeichnet. Eine diskrete Zufallsvariable ist vollstandig
beschrieben, wenn ihre Wahrscheinlichkeitsfunktion bekannt ist. Die Werte f(xk) der Wahrscheinlich-
keitsfunktion entsprechen den Wahrscheinlichkeiten, dass die diskrete Zufallsvariable ihre Werte xx an-
nimmt:

f(xi) = P(X = x). (1)
P ist eine Abkiirzung des lateinischen Wortes ,probabilitas fir die Wahrscheinlichkeit.

Eine stetige Zufallsvariable kann dagegen innerhalb eines gewissen Bereiches jeden reellen Wert an-
nehmen. Dies sind, wie man in der Mathematik sagt, Uberabzahlbar unendlich viele Werte, d. h. ihre
Anzahl Ubersteigt die Anzahl der natirlichen Zahlen - auch wenn letztere unendlich grof3 ist. Es gibt
verschiedene Ausmalie von Unendlichkeit.

Um eine stetige Zufallsvariable vollstandig zu beschreiben, muss ihre Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion
identifiziert werden. Die Ausfihrungen im vorliegenden Skript dienen dazu, die Wahrscheinlichkeits-
dichtefunktion anhand einer Analogie einzuflhren, derjenige zur bekannteren Massendichte.

2 Wahrscheinlichkeitsdichte

Stellen Sie sich eine Ansammlung von Materie in einem Bereich V des dreidimensionalen Raums vor.
Materie besitzt Masse, und so lasst sich die Materieansammlung dadurch beschreiben, wie sich die
Masse in diesem Raum verteilt. Einem Punkt lasst sich keine Masse zuordnen, denn ein Punkt hat keine
raumliche Ausdehnung, aber die Masse von Volumenelementen kann erfasst und angegeben werden.

1 Anmerkung zu einer in der Statistik (iblichen Konvention, der auch im vorliegenden Dokument gefolgt wird: Eine
Zufallsvariable wird in der Statistik symbolisch mit einem GroRRbuchstaben bezeichnet, z. B. mit X. Als Symbol fur
einen Wert der Variable wird der zugehorige Kleinbuchstabe verwendet, z. B. x.
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Nehmen wir an, der Raumbereich V wird in eine endliche Zahl n von quaderférmigen Volumenelemen-
ten AVk mit den Kantenlangen Axx, Ayk und Azk unterteilt (Abbildung 1):

AV = Axk Ayk Azx.

Abbildung 1: Volumenelement mit den Koordinaten Xk, ykund zkin einem materieerfiillten Raumbereich.

Die Position der Volumenelemente werde durch die Koordinaten xk, yk und zk angegeben. Hat das Vo-
lumenelement AV« die Masse Amk, so lasst sich fur dieses Volumenelement die mittlere Massendichte
p(xk,Yk,zx) = Ami/AVk bestimmen. Ist umgekehrt die Massendichte p(xk,Yyx,zk) gegeben, so lasst sich die
Masse des Volumenelements berechnen als

Ami = p(Xk, Yk, Zk) AV
= p(Xk, Yk, Zk) Axk Ayk Az .

Die Gesamtmasse im Raumbereich V ist dann

n
m(V) = > Pk, Yio Z) Axy Ayy Az -
k=1

Allerdings ist dies eine relativ grobe Beschreibung der Materieansammlung, denn die Massendichte
p(Xk,Yk,zx) ist ein tiber das Raumelement AVk = Axk Ayk Azk gemittelter Wert. Die raumlich differenzier-
ten, lokalen Verhaltnisse werden umso genauer beschrieben, je kleiner AV ist. Werden die einzelnen
Volumenelemente kleiner, so steigt zugleich ihre Anzahl, d. h. man muss die Anzahl n der Volumenele-
mente erh6hen und letztlich zum Grenzfall n — « Ubergehen:

n
mV) = lim > (X, Vi, 2 ) By Ay Az, .
n—oo k=1

Fur den Grenzwert auf der rechten Seite dieser Gleichung ist in der Mathematik eine abkirzende
Schreibweise eingefiihrt worden:

m(V) = ” o(x,y,z)dxdydz. (2)
v
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In Worten: Die Masse m im Raumbereich V wird berechnet, indem die lokal variierenden Massendichte
p Uber diesen Raumbereich integriert wird.

Jetzt zur Statistik. Weder verteilt sich Materie gleichmafig ber den gesamten Raum, noch nimmt eine
Zufallsvariable samtliche Werte in der Menge der reellen Zahlen mit ein und derselben Wahrscheinlich-
keit an.

Beispiel: Die Lange eines Stabes wird gemessen. Zur Messung steht nur ein Geodreieck mit Millime-
terskala zur Verfigung, das mehrfach angelegt werden muss. Daraus resultiert eine Unge-
nauigkeit, die dazu fuhrt, dass die Messwerte bei wiederholter Messung in der GréRenordnung
von Millimetern variieren (Tabelle 1).

Messung Nr. X (cm) Messung Nr. X (cm)
1 100,2 7 100,0
2 100,1 8 99,7
3 99,9 9 100,1
4 100,1 10 100,4
5 99,9 11 100,0
6 100,3 12 100,3

Tabelle 1: Beispiel fur zwolf zufallig streuende Werte der gemessenen Lange X eines Stabes.

Der Stab ist rund einen Meter lang. Entsprechend héufen sich die Messwerte bei etwa einem
Meter bzw. gibt es eine erhdéhte Wahrscheinlichkeit dafur, dass die Werte der Zufallsvariable
X bei etwa einem Meter liegen. Es ist weder zu erwarten, dass plotzlich ein Messwert von zwei
Metern auftritt, noch, dass X negative Werte annimmt.

So, wie eine Materieansammlung mit einer bestimmten Verteilung von Masse im dreidimensionalen
Raum verbunden ist, ist eine Zufallsvariable mit einer bestimmten Verteilung von Wahrscheinlichkeit in
der Menge der reellen Zahlen verbunden. Die Betrachtung wird dadurch erleichtert, dass sich die Menge
der reellen Zahlen als eindimensionaler Raum auffassen lasst: Um die Position einer Zahl in |R zu be-
schreiben, reicht eine Koordinatenachse aus, der Zahlenstrahl. Identifizieren Sie also

e den dreidimensionalen Raum mit der Menge |R der reellen Zahlen

e Punkte des Raums mit einzelnen Zahlen x €|R

e den Raumbereich V mit einem Zahlenbereich, einem Intervall [a; b].

Eine Materieansammlung I&sst sich durch die im Raum variable Massendichte p(x,y,z) beschreiben. Die
Masse in einem Raumbereich V wird berechnet, indem man die Massendichte Uber V integriert (Glei-
chung 2). Analog lasst sich eine Zufallsvariable durch ihre in der Menge der reellen Zahlen variable
Wabhrscheinlichkeitsdichte f(x) beschreiben. Die Wahrscheinlichkeit, dass die Zufallsvariable X einen
Wert in einem Intervall [a; b] annimmt, wird berechnet, indem man die Wahrscheinlichkeitsdichte Uber
das Intervall [a; b] integriert:

b
Pl@as<X<b)= Jf(x)dx. 3)

a
Die Funktion f(x) wird als Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion bezeichnet.

Da ein bestimmtes Integral, wie es auf der rechten Seite der Gleichung 3 steht, einer Flache unter einer
Funktionskurve entspricht, lasst sich auch sagen: Wahrscheinlichkeiten, mit denen Zufallsvariablen
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Werte in vorgegebenen Intervallen annehmen, entsprechen Flachen unter der zugehérigen Wabhr-
scheinlichkeitsdichtefunktion.

Kennt man die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion, durch die eine Zufallsvariable X beschrieben wird,
lasst sich gemaf Gleichung 3 prinzipiell jede Wahrscheinlichkeit fur die betreffende Zufallsvariable be-
rechnen. Ein zentrales Ziel der Statistik ist es daher, zu identifizieren, durch welche Wahrscheinlich-
keitsdichtefunktion sich eine gegebene Zufallsvariable beschreiben l&sst.

Hier abschlieRend die zuvor analog angefiihrten GréRen noch einmal in der Ubersicht:

Materieansammlung - Zufallsvariable
Masse - Wabhrscheinlichkeit
dreidimensionaler Raum - Menge |R der reellen Zahlen
Punkt im Raum - Zahlx €|R
Raumbereich V - Zahlenbereich bzw. Intervall [a; b]
Massendichte p(x,y,z) - Wabhrscheinlichkeitsdichte f(x)

b

PasX<b)= Jf(x)dx

a

m(V) = mp(x,y,z)dxdydz
Vv

Die Analogie geht sogar noch weiter: Die wichtigste statistische Kenngrof3e fir eine Zufallsvariable, ihr
Erwartungswert, entspricht dem Schwerpunkt der Materieansammlung.



