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1 Einfuhrung

Die Anzahl unterschiedlicher statistischer Tests ist so gro3, dass es undenkbar ist, sie auch nur anna-
hernd alle im Rahmen einer Lehrveranstaltung vorzustellen. Um eine aktuell zu behandelnde Fragestel-
lung bearbeiten zu kdnnen, wird man sich in der Praxis daher haufig eigenstandig einen statistischen
Test suchen und sich mit ihm vertraut machen missen. Dabei ist es &uf3erst hilfreich, wenn nicht sogar
Voraussetzung, das grundlegende Konzept hinter statistischen Tests verstanden zu haben.

2 Ausgangspunkt: Intervallschatzung fur den Erwartungswert einer normal-
verteilten Variablen

Ziel des vorliegenden Skripts ist es, das Konzept statistischer Tests ausgehend von demjenigen statis-
tischen Verfahren zu entwickeln, das als die Intervallschatzung fur den Erwartungswert einer normal-
verteilter Variable! bezeichnet wird. Dabei wird auf Grundlage einer Stichprobe von Werten einer nor-
malverteilten Zufallsvariable X ein so genanntes Konfidenzintervall fur deren Erwartungswert E(X) = p
ermittelt. Obere und untere Begrenzung des Intervalls werden bestimmt als
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mit N: Anzahl der Stichprobenwerte
X: empirischer Mittelwert der Stichprobenwerte
S: empirische Standardabweichung der Stichprobenwerte
ti-ar2: (1 — a/2)-Quantil der t-Verteilung mit dem Freiheitsgrad f = N — 1.

Beispiel: Der Durchmesser maschinell hergestellter Schrauben soll 12,00 mm betragen. Zur Kontrolle
werden finf Schrauben ausgemessen. Es ergeben sich die Werte 11,95 mm, 11,97 mm,
11,98 mm, 11,99 mm und 12,03 mm.

Empirischer Mittelwert und empirische Standardabweichung in dieser Stichprobe betragen
X =11,98 mm und s = 0,03 mm. Wird als Konfidenzniveau y = 0,95 festgelegt, entspricht dem

1 Siehe Skript ,Intervallschatzung fiir den Erwartungswert“ unter aufgabomat.de.



https://aufgabomat.de/
https://aufgabomat.de/statistik/Intervallschaetzung_fuer_den_Erwartungswert.pdf
https://aufgabomat.de/
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a=1-y=0,05und1-0a/2=0,975. Das 0,975-Quantil der t-Verteilung mit dem Freiheitsgrad
f=4isttoo7s = 2,78 (Tabelle 1). Es ergibt sich das Konfidenzintervall [11,94 mm; 12,02 mm].

f p f p

0,841 0,900 0,950 0,975 0,990 0,995 0,841 0,900 0,950 0,975 0,990 0,995
2 1,32 1,89 292 430 6,96 9,92 19 | 103 1,33 1,73 209 254 286
3 1,20 1,64 235 3,18 4,54 584 20 | 1,03 1,33 1,72 209 253 285
4 1,14 153 213 2,78 3,75 4,60 21 | 102 132 1,72 208 252 283
5 1,11 1,48 2,02 257 3,36 4,03 22 | 102 132 1,72 207 251 282
6 1,09 144 194 245 3,14 3,71 23 | 102 132 1,71 207 250 281
7 1,08 1,41 189 236 3,00 3,50 24 1102 132 1,71 206 249 280
8 1,07 1,40 186 231 290 3,36 25 | 102 132 1,71 206 249 2,79
9 1,06 1,38 183 226 282 3,25 26 | 102 131 1,71 206 248 2,78
10 | 1,05 1,37 1,81 2,23 2,76 3,17 27 | 102 131 1,70 205 247 2,77
11 | 1,05 136 1,80 220 2,72 311 28 | 102 131 1,70 205 247 2,76
12 | 1,04 136 1,78 218 2,68 3,05 29 | 102 131 1,70 205 246 2,76
13 | 1,04 135 1,77 216 2,65 3,01 30 | 1,02 1,31 1,70 2,04 246 2,75
14 | 1,04 135 1,76 2,14 2,62 2,98 40 (1,00 130 168 202 242 2,70
15 | 1,03 1,34 1,75 213 2,60 2,95 50 | 101 130 1,68 201 240 2,68
16 | 1,03 1,34 1,75 212 258 292 70 | 101 129 167 199 238 265
17 1,03 133 1,74 211 257 2,90 100 | 1,01 1,29 166 198 236 2,63

18 1103 133 1,73 210 255 2,88 © 1,00 128 164 196 233 2,58

Tabelle 1: Quantile t, der t-Verteilung.

3 Ubergang zum Parametertest fiir den Erwartungswert einer normalverteil-
ten Zufallsvariable

Die Ausgangssituation fir den im Folgenden eingeflihrten statistischen Test ist:

e Der Erwartungswert E(X) = p einer normalverteilten Zufallsvariable X soll einem vorgegebenen Wert
Mo entsprechen.

e Es liegt eine Stichprobe von N Werten der Variable vor.

e Der empirische Mittelwert X in der Stichprobe stimmt nicht mit dem Sollwert po tiberein.

Der empirische Mittelwert ist ein Schatzwert fir den Erwartungswert. Da X # Mo ist, liegt der Verdacht
nahe, dass die Forderung E(X) = po nicht eingehalten wird. Dieser Verdacht (E(X) # po) wird zur so
genannten Alternativhypothese des Tests gemacht. Jeder statistische Test ist mit der Angabe von
Null- und Alternativhypothese einzuleiten. Anstatt diese beiden Begriffe auszuschreiben, ist es auch
Ublich, die abkiirzenden Bezeichnungen Ho und Hi, manchmal auch Ha, zu verwenden (mit H fir Hypo-
these). Die Nullhypothese ist das logische Gegenteil der Alternativhypothese, sodass sich im vorlie-
genden Fall ein statistischer Test mit den folgenden Hypothesen ergibt:

Ho: E(X) = po
Hi: E(X) # Ho.

Beispiel: Herstellung von Schrauben

Der empirische Mittelwert X = 11,98 mm des Schraubendurchmessers in der Stichprobe
weicht vom Sollwert yo = 12,00 mm ab. Kann dennoch davon ausgegangen werden, dass der
Erwartungswert des Durchmessers in der Grundgesamtheit aller hergestellten Schrauben
dem Sollwert entspricht?
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Ho: E(X) = 12,00 mm
Ha: E(X) # 12, 00 mm.

Das 0,95-Konfidenzintervall ist [11,94 mm; 12,02 mm]. Der Sollwert po = 12,00 mm liegt inner-
halb dieses Intervalls. Ist dies mdglicherweise ein Hinweis darauf, dass die Nullhypothese gilt
und nicht die Alternativhypothese?

Die Intervallschatzung liefert die folgende Aussage iber den Erwartungswert y:

= S = S
P(X-ticae—= Sy X+traz—=)=1-0a.

W W

1 - a =y ist das Konfidenzniveau der Intervallschétzung. Seine Vorgabe bestimmt die Breite des Inter-
valls. Im Zusammenhang mit statistischen Tests wird stattdessen Ublicherweise a = 1 — y angegeben,
das Signifikanzniveau oder, wie man auch sagt, die Irrtumswahrscheinlichkeit des Tests.

Um zwischen der Null- und der Alternativhypothese eine Entscheidung zu treffen, wird angesetzt, dass
Ho gilt, falls po ebenfalls in diesem Konfidenzintervall liegt, d. h. falls

X - ti-a i SMos X + ti-ar i

W W

ist. Dieser mathematische Ausdruck wird nun umgeformt, ohne dass an der darin liegenden mathema-
tischen Aussage etwas verandert wird. Zuerst wird X subtrahiert.

- '[1—ox/2i < Mo -X < t1-o(/2i

W W

Als nachstes wird mit —1 multipliziert. Dabei ist zu beachten, dass sich die Kleinerzeichen umkehren.

S = S S
tira2—= 2 X— Mo 2~ ti-an— |: —=
T W W
ez 2 27 >ty g
SIWN

Dieser Ausdruck wird jetzt anstatt von links nach rechts von rechts nach links gelesen:

X -

X
S/WN

= tiar2 £ < t1-ar2.

Aufgrund der speziellen Symmetrie der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der t-Verteilung (Abbildung
1) folgt aul3erdem - ti—a2 = to2. Damit ergibt sich

X-p
ta2 < < ti-ar2. (2)
SIVN

Falls diese Bedingung erflllt ist, wird geméaR dem oben formulierten Ansatz angenommen, dass die
Nullhypothese des Tests gilt.
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f(t)

tar ti-ae

Abbildung 1: Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der t-Verteilung.

Damit ist der statistische Test bereits vollstandig skizziert. Er wird als zweiseitiger Parametertest fir
den Erwartungswert einer normalverteilten Variable oder als zweiseitiger Einstichproben-t-Test
bezeichnet.

Fur die Zufallsvariablen X und S ergibt sich aus der Stichprobe jeweils ein Wert X und s. Mit diesen
l&sst sich fur die Zufallsvariable

X-p
S/

T=

B

genau ein Wert

)_(—UO
— 3
' s/N )

berechnen. Die Zufallsvariable T wird als die Teststatistik bezeichnet. Sie ist charakteristisch fir den
betreffenden Test und wird so definiert, dass sie bei Giltigkeit der Nullhypothese des Tests bekannte
Eigenschaften aufweist. Im vorliegenden Fall ist die Teststatistik bei Gltigkeit von Ho t-verteilt mit dem
Freiheitsgrad f =N - 1.

lhr Wert t, der sich aus der vorliegenden Stichprobe ergibt, wird Wert der Teststatistik oder, kurz,
Prifwert genannt.

Das Intervall [ta2; t1-a2] ist das so genannte Annahmeintervall. Allgemein sind die Begrenzungen des
Annahmeintervalls Quantile derjenigen Wahrscheinlichkeitsverteilung, durch welche die Teststatistik bei
Glltigkeit von Ho beschrieben wird, hier der t-Verteilung.

Falls der Prifwert im Annahmeintervall liegt, wird angenommen, dass die Nullhypothese Ho gilt. Im Fol-
genden wird als Abschluss des Tests formuliert ,Ho wird beibehalten.. Falls der Prifwert aul3erhalb des
Annahmeintervalls liegt, wird angenommen, dass die Alternativhypothese H: gilt. Im Folgenden wird als
Abschluss des Tests formuliert ,Ho wird verworfen.,

Beispiel: Herstellung von Schrauben

Signifikanzniveau: a = 0,05

Der Wert der Teststatistik ergibt sich mit N = 5, X =11,98 mm und s = 0,03 mm geman Glei-
chung 3 zut=-1,49.
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Teststatistik ist die t-Verteilung mit dem Freiheitsgrad f = 4. Das (1 — o/2) -Quantil der t-Ver-
teilung mit f = 4 ist to,o7s = 2,78. Das a/2-Quantil der t-Verteilung mit f = 4 ist to,025 = — to,975 =
—-2,78. Das Annahmeintervall ist folglich [-2,78; 2,78].

Aus to,025 < t < o975 folgt: Die Nullhypothese wird beibehalten.

4 Zusammenfassung

Ein statistischer Test lauft grundséatzlich in den folgenden Schritten ab:

1. Nullhypothese Ho und Alternativhypothese Hi formulieren

2.

3. Wert der Teststatistik (Prifwert) berechnen (Tabelle 2)

Irrtumswahrscheinlichkeit bzw. Signifikanzniveau a festlegen

Teststatistik bei

Test Voraussetzungen Prifwert . .
9 Gliltigkeit von Ho
Parametertest fir den X ist normalverteilt t= X—Ho t-verteilt mit
Erwartungswert ' s/N f=N-1
L 2 . .
Parametertest fir die . . S Chi-Quadrat-verteilt
) X ist normalverteilt. ¥=N-1) — . Q
Varianz Op mitf=N-1
. . 2 I
X1 und Xz sind normalverteilt _$ F-verteilt mit
F-Test L , F=—
und unabhéngig voneinander. Sy fi=Ni—-1,fo=N2-1
. . X1 —Xo
X1 und Xz sind normalverteilt, | { = . .
- . . 2 2 t-verteilt mit
Zweistichproben-t-Test | unabhéngig voneinander und S . S, = No 4 Ny 2
besitzen dieselbe Varianz. N; Ny ! 2

Tabelle 2: Zusammenfassung von Informationen zu einigen statistischen Tests.

4. Annahmeintervall bestimmen
Bei einem zweiseitigen Test wird das Annahmeintervall durch das a/2-Quantil und das (1 - a/2)-
Quantil derjenigen Wahrscheinlichkeitsverteilung begrenzt, durch welche die Teststatistik bei Gltig-
keit von Ho beschrieben wird. Bei einem linksseitigen Test ist das Annahmeintervall nur nach links
durch das a-Quantil und bei einem rechtsseitigen Test nur nach rechts durch das (1 - a)-Quantil

5.

dieser Wahrscheinlichkeitsverteilung begrenzt.

Testentscheid treffen

Priufwert innerhalb des Annahmeintervalls = Ho wird beibehalten.

Prufwert au3erhalb des Annahmeintervalls = Ho wird verworfen.




